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OBSERVACIONES AL ALUMNO 
Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 
1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. . 
2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 
detallado. 
€) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 
3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 
4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 
5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. : 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 
Al término de esta unidad debe estar en capacidad de: 


(i) escribir la aproximación, por medio de la tangente, del va- 
lor de la imagen de una función conveniente; 

(ii) explicar cómo se puede utilizar la aproximación por la tan- 
gente para obtener un criterio sobre la convergencia del 
método iterativo que empleamos para resolver una ecua- 
ción de la forma x = F(x); 

(iii) explicar y aplicar el método de Newton-Raphson para la 
solución de una ecuación de la forma f(x) = 0; 

(iv) escribir las fórmulas de aproximación de Taylor y Mac- 
laurin; 

(v) calcular algunos de los primeros términos (y el término ge- 
neral en los casos sencillos) del desarrollo de Taylor co- 
rrespondiente a una función dada, alrededor de un punto 
dado del dominio de la función; 

(vi) escribir el enunciado del teorema de Taylor y utilizar el 
teorema para estimar el error en un desarrollo de Taylor 
dado; 

(vii) escribir las definiciones de: 

series infinitas 
suma parcial de una serie infinita 
serie infinita convergente 
suma de una serie infinita convergente; 
(viii) decidir si una serie infinita sencilla dada es convergente 
o divergente. 
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TAYLOR 
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DE GRADO n 


APROXIMACION 
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CONVERGENTE 


SERIE 
DIVERGENTE 


La aproximación cuadrática de Taylor es la 
aproximación de Taylor de grado 2. 


La aproximación de Maclaurin de grado n 
es la aproximación de Taylor de grado n al- 
rededor de 0. 


La aproximación de Taylor de grado n alre- 
dedor de a es la aproximación a la función f 
mediante el polinomio de grado n: 


x> fla) + flalx — a) +: + OS - a)". 


La aproximación por la tangente consiste 
en aproximar la gráfica de una función por 
medio de la tangente a la gráfica en algún 
punto conveniente. 


Una corrección es el término que debe aña- 
dirse a una aproximación para cancelar el 
error y conseguir así el valor exacto de la 
cantidad buscada; es decir, 

(corrección) = 

(valor exacto) - (aproximación). 


La curva copo de nieve es la curva descrita 
en la página 42. 


El desarrollo de Maclaurin es el desarrollo de 
Taylor alrededor de 0. 


El desarrollo de Taylor es un método para 
obtener aproximaciones polinómicas suce- 
sivas de ciertas imágenes de una función, 
mediante las imágenes producidas por la 
función y sus funciones derivadas en un so- 
lo punto del dominio. 


El procedimiento de Newton-Raphson es un 
método de aproximaciones sucesivas para 
resolver una ecuación de la forma 


f(x) =0, 
mediante la fórmula de recurrencia 
flu,) 
Ur 1 == MS 
sd y fu) 


Una serie convergente es una serie infinita 
cuyas sumas parciales forman una sucesión 
convergente. 


Una serie divergente es una serie infinita 
cuyas sumas parciales forman una sucesión 
divergente. 
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Una serie infinita geométrica es una serie 
infinita de la forma 


a +ar+ar?d+ar+... 
Una serie geométrica finita tiene la forma 


a+ar+ar?+-...+aqr" 


Una serie infinita es una expresión de la 
forma 


dy +0, +02+03+=+:-> 
donde 


do, 4,,47,43,... 


es una sucesión infinita. 


La suma de una serie convergente es el lími- 
te de la sucesión de las sumas parciales de 
la serie infinita. 

La n-ésima suma parcial de la serie infinita 
es la suma de los n primeros términos de la 
serie. 


El teorema de Taylor es un teorema que da 
una fórmula para la corrección de la aproxi- 
mación general de Taylor. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el 
texto. 


exp La función exponencial 

2 “es aproximadamente igual a” 
f'(a) La derivada de f en a 

f"(a) La derivada de f' en a 


e e = exp(1) = 2,71828... 

A, El operador de diferencia finita 

A; An * An. 

D El operador derivación 

p" hsDpe---D 

pe La n-ésima función derivada de f, D"f. 

«k! k factorial; estoes, 1 Xx 2X3X ... Xk,dondek E Z+ 
C (a) La corrección de la aproximación por la tangente a 


f(x) alrededor de algún punto 
El símbolo para la conjunción (“y”) 


A 

V El símbolo para la disyunción (“o”) 

> El símbolo para la implicación (“implica que”) 
> 


El símbolo para la equivalencia (““implica que y es im- 
plicado por”) 


Ci(a) La corrección a la aproximación de Taylor de grado n 
a f(x) alrededor de algún punto dado 


* Sy La k-ésima suma parcial (la suma de los k primeros tér- 
minos) de una serie infinita 


Ji La integral definida de f en [a,b] 


FL F(b) — Fla) 
In La función logaritmo natural 


Bibliografía 


T. M. Apostol, Calculus Vol. 1 (Blaisdell, 1967). 

Apostol presenta la adaptación del polinomio de Taylor en las 
páginas 272 a 283. El deriva una fórmula ligeramente diferente 
por la corrección C, (x) (en nuestra notación); él llama este tér- 
mino de corrección “el residuo” y lo representa por R(x). La de- 
finición de la suma de series infinitas convergentes se da en la 
página 384. 


R. Courant, Differential and Integral Calculus Vol. I (Blackie, 
1966). 


Courant estudia la adaptación del polinomio de Taylor en las pá- 
ginas 315 a 329, abarcando aproximadamente el mismo campo de 
Apostol, pero más detallado y a paso más lento. La suma de las 
series infinitas convergentes se estudia brevemente en las pági- 
nas 366 a 368. 


Como la mayoría de los libros de cálculo, éstos dos libros estudian 
varios criterios para la convergencia de las series infinitas y ellos 
presentan muchos ejemplos del uso de las series de Taylor y 
Maclaurin para funciones especiales, junto con las reglas para la 
suma, multiplicación, división, series infinitas de diferenciación 
e integración. El tema de las series finitas y la representación de 
funciones por secuencias convergentes de aproximaciones poli- 
nomiales es muy extenso, y solo una pequeña fracción se puede 
tratar en nuestro Curso Básico. 
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14.0 INTRODUCCION 


En esta unidad volvemos al problema que consideramos en la 
Unidad 4, diferencias finitas: cómo evaluar las imágenes de las 
funciones reales que no se pueden expresar en términos de las 
operaciones elementales de la aritmética. En la Unidad 4 funda- 
mentamos la discusión en la suposición de la disponibilidad de 
una tabla de imágenes; fue entonces posible aproximar la fun- 
ción (en un intervalo conveniente del dominio) mediante una 
función lineal o polinómica escogida de manera que se adapta- 
ra a la función en los valores de la tabla. En muchos casos, sin 
embargo, es posible que no exista la tabla necesaria para este 
método y, en todo caso, ¿de dónde se obtuvieron los números 
que se dan en la tabla? Aun cuando existan las tablas, puede 
ser que no constituyan la fuente más conveniente de valores de 
imágenes de la función. En particular, los computadores auto- 
máticos no pueden gastar espacio de almacenamiento en tablas 
de funciones; es mucho más económico almacenar un algoritmo 
que calcule imágenes particulares. 


El tipo de método de aproximación que desarrollaremos aquí es 
semejante al método utilizado en la Unidad 4, Diferencias fini- 
tas en que también se basa en aproximaciones polinómicas. Sin 
embargo, en vez de buscar la aproximación mediante la adapta- 
ción a las imágenes de una función correspondientes a puntos 
igualmente espaciados de la tabla, los polinomios se adaptan 
por un método diferente que puede considerarse como la forma 
límite del método de la diferencia finita, cuando la separación 
de los elementos de la tabla es muy pequeña. En vez de saber los 
valores de las imágenes de la función en un conjunto de puntos 
de la tabla igualmente espaciados, el nuevo método exige el co- 
nocimiento del valor de la función únicamente en un punto, 
así como el de su derivada y, quizá, el de las derivadas de orden 
superior, en el mismo punto. La ventaja del nuevo método con- 
siste en que es más fácil calcular el valor de una función y sus 
derivadas en un solo punto del dominio de la función, en vez de 
calcular imágenes de la función en un conjunto de puntos dife- 
rentes. De hecho, por esta razón, este nuevo método desempeña 
un importante papel en el cálculo de los valores que aparecen en 
las tablas que utilizamos en el método de aproximación descrito 
en la Unidad 4. 


Ya hemos mencionado la utilidad de este método en el cálculo 
de las imágenes de una función; tiene también otros muchos 
usos. Por ejemplo, se usa para estudiar la efectividad de los mé- 
todos numéricos de aproximación, tales como los métodos ite- 
rativos para resolver ecuaciones de la forma x = f(x) que des- 
cribimos en la Unidad 2, Errores y exactitud y que investigamos 
más a fondo en la Unidad 7, Sucesiones y límites I. En la Uni- 
dad 2 discutimos un módo de descubrir, a priori, si la fórmula 
de recurrencia un, = Flun-,), que define la sucesión iterativa, 
produce, o no, una sucesión convergente de aproximaciones a 
la solución de la ecuación, usando el concepto de un factor de 
escala. Pero este método no es siempre sencillo en la práctica y, 
para simplificar la discusión de la convergencia de la iteración, 
es útil tener una sencilla aproximación a F(u) cuando u está 
cerca del supuesto límite de la sucesión iterativa; esto es, cuan- 
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14.0 


Introducción 
2 € 


do está cerca de la solución de la ecuación x = f(x). El método 
que describiremos en esta unidad proporciona tal aproximación 
y conduce a un sencillo criterio que permite determinar los ca- 
sos en que el método iterativo es convergente. 


Además de estas aplicaciones, el método se puede utilizar para 
definir funciones. Por ejemplo, la definición de la función expo- 
nencial, dada en la Unidad 7, Sucesiones y límites I: 


k 
exp:x—— lím [ + A (xe R) 
k grande k 


dista mucho de ser universal; muchos prefieren definir la fun- 
ción exponencial en términos del límite de una sucesión de fun- 
ciones polinómicas del tipo que tratamos en este texto (aunque, 
por supuesto, todas las definiciones definen la misma función). 
En particular, ese método no parece ser útil en el caso de la fun- 
ción exponencial porque la definición que de ella hemos dado 
es perfectamente adecuada. En las matemáticas, sin embargo, 
se encuentran funciones mucho más complicadas que la función 
exponencial y, para ellas, la definición que, frecuentemente, es 
más conveniente es la que las expresa como el límite de una su- 
cesión de funciones polinómicas. De hecho, este nuevo método 
de definir funciones fue el punto de partida del enorme desa- 
rrollo de la matemática iniciado en el siglo X VIIL 


14.1 DESARROLLO DE TAYLOR 


14.1.0 Introducción 


El desarrollo de Taylor es un método para obtener aproximacio- 
nes sucesivas de las imágenes de algunos elementos convenien- 
tes del dominio de ciertas funciones. Un caso típico es la eva- 


2% T E z 
luación de sen(18%) = sen |— , que consideraremos más 
10) Y 


adelante. Existen métodos que consisten en adaptar funciones 
polinómicas a algunos puntos conocidos de la gráfica aproxi- 
mada, en este caso la función seno. Se puede escoger una aproxi- 
mación lineal o una aproximación cuadrática pero ninguna de 
ellas proporcionará una aproximación que esté a menos de un 
2% del verdadero valor. 


de 
d x, 0,866) 24 +0) F+ 2207)? = 0,866 
(Je. 0,5) ¡da ta? 0,5 
(0,0) —ay + a10+ a:0 =0 


y = 1,0829x — 0,2444x? 
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Introducción 
. Y 


+ 


" 
| Loa ta - 
6 


a 


(0,01 ->ay +10 =0 


y = 0,9549x 


sen Dr 0,9549 < 0,3142 
= 0,3000 


La razón de tan baja precisión es, esencialmente, que se toman - 


como datos valores muy espaciados. Se podría intentar mejorar 
la exactitud si se toman, en vez de las formas lineales y cuadrá- 
ticas, interpolaciones de formas polinómicas de mayor grado o 
S Ñ T T T 

si toman valores menos espaciados como —= o — en vez de —. 

12 24 

Ambos métodos son engorrosos; el primero, porque es necesario 
usar polinomios de grado muy alto para conseguir una buena 
exactitud en los senos, y el segundo, porque las fórmulas trigo- 


e T T 
nométricas de las que podemos calcular sen 2 sen 24 etc., son 
muy complicadas. Ñ 


Una desventaja más de este método es que carece de generali- 
dad; conocemos algunas imágenes especiales de la función seno 
pero, para otras funciones, como la función exponencial o la 
función logaritmo, no es tan fácil obtener valores para cons- 
truir la tabla. Sería, pues, sumamente conveniente poseer un 
método que no requiere desde el principio un conjunto de valo- 
res de la función. 


El método de aproximación polinómica que veremos aquí satis- 
face esa condición; los polinomios se van adaptando a la fun- 
ción por medio de valores de las imágenes de la función y de sus 
funciones derivadas (primera, segunda, tercera, etc.) en un solo 
punto del dominio, en vez de requerir valores de imágenes en 
distintos puntos del dominio. El método se conoce como desa- 
rrollo de Taylor. El caso especial del desarrollo de Taylor cuando 
el elemento escogido del dominio es el número 0 se llama desa- 
rrollo de Maclaurin. 
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Brook Taylor 
1685-1731 
(University College Library) 


Colin Maclaurin 
1698-1746 
(Mansell Collection) 
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14.1.1 Aproximación por la tangente 14.1.1 
Del mismo modo que en la teoría de los métodos de diferencia Tema principal 
finita, donde los métodos más sencillos de interpolación y ex- .on 


trapolación se basan en aproximaciones lineales, así también 
la forma más sencilla de un desarrollo de Taylor es una aproxi- 
mación lineal. Un modo de llegar a esta aproximación es con- 
siderar una recta escogida de manera que pase por dos puntos 
muy cercanos de la gráfica de la función. Los diagramas siguien- 
tes ilustran cómo, en el límite, cuando h tiende a O, la recta se 
aproxima a la tangente que, en este caso en particular, es la 
tangente en el punto donde la curva pasa por el origen. 


T z ... 
Para calcular sen [s;) vor este método, buscamos la ecuación 


de la tangente a la curva en el punto conveniente más cercano, 
que, en este caso, es el origen. 


(0,0) — ba + b,0 = 


4 bo = 


hi 


pp = 0050 =-1 
YE 
he 0,3142 


Si suponemos que la ecuación de la tangente es y = by + bix, 
entonces, puesto que la tangente pasa por el origen, encontra- 
mos que b, = 0. Más aún, la función derivada de sen es cos, y 
cos0 = 1, de manera que la pendiente de la tangente, b,, es 
1. Por tanto, la ecuación de tangente en el origen es 


y=z 
y nuestra primera aproximación de sen x es 
senx = Xx. 
Así, 
T T 
sen|—]| = — = 0,3142 
(7) 10 


(Un método para calcular r se encuentra en la Unidad 13, 
Integración 11.) 
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El mismo método se puede aplicar a cualquier función real f. Co- 
menzamos por tomar dos puntos de la curva, digamos (a, fla)) y 
la + h, fla + h)), y obtenemos la ecuación de la recta que da la 
aproximación lineal para h. 


xi» f(x) 


w ci 
E 
(3 
= 
PA 
w 
+ 
ES 
= 


La pendiente de la recta que pasa por los dos puntos es 


Fla + h) — Fa) 
h 
y, puesto que la recta pasa por (a, f(a)), su ecuación es 


y=1(0)+ PC +B-H0, 


8%) 
Queremos la forma límite de esta ecuación cuando el punto de 
la derecha se aproxima al punto de la izquierda; esto es, cuan- 
do h tiende a 0. En este límite la recta aún pasa por el punto 
(a, fla)), pero su pendiente es ahora la derivada en este punto, 
a saber f' (a), (véase la Sección 12.1.4 de la Unidad 12, Diferencia- 
ción I). 


tangente 
(su pendiente 
fla) es f'(a)) 


En consecuencia, la ecuación de la tangente en (a, f(a)) es 

y = fla) + fíalx — a) 
La aproximación por la tangente se obtiene cuando tomamos 
el miembro de la derecha de la ecuación (1) como una aproxima- 


ción de f(x); esto es, 


f(x) = fla) + f'(aNx — a) 
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Ecuación (1) 


Definición 1 
*h * * 


Ejercicio 1 
Encontrar la ecuación de la tangente a la curva seno en el pun- 


T T 543 - > . 
to [E.senz) y utilizarla como una aproximación para estimar 


6 
Tr T T 
sen (7) (Puede suponerse que sen [5 = 0,5000 y cos [5 = 
6 6 
0,8660.) lia] 
Ejercicio 2 
¿Esperaría que la aproximación por 
la tangente diera la máxima exac- po exp x 
titud en los valores grandes o en 
los valores pequeños de |x — al? 0,8 2,23 
Para comprobar su respuesta, es- 0,9 2,46 
coja un valor de a y, después, cal- 1,0 2.72 
cule exp x, mediante una aproxi- 1,1 3,00 
mación con la tangente, para cada 1,2 3,32 


uno de los valores de x que apare- 
cen en la tabla de la derecha. Pre- 
pare una tabla de los valores del 
error 


(aproximación de exp por medio de la tangente) — exp x 


y observe cómo varía el error cuando varía x, y a permanece 
constante. |] 


Ejercicio 3 


Cuando un sólido se calienta, se dilata. El coeficiente calorífico 
de dilatación volumétrica de un sólido se define como 


aumento de volumen debido al aumento de un grado 
de temperatura 


o —___  K/K<K<K<K<É<— 


volumen original 
y el coeficiente lineal de dilatación se define como 


aumento en cualquier dimensión lineal debido al aumento 
de un grado de temperatura 


dimensión lineal original 


El coeficiente de dilatación volumétrica del cobre es, aproxima- 
damente, 50 Xx 107% por grado Centígrado, y el coeficiente li- 
neal es 16 x 107% por grado Centígrado; es decir, casi una 
tercera parte del coeficiente de dilatación volumétrica. ¿Es pura 
coincidencia esta sencilla relación entre ambos coeficientes? 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Ejercicio 3 
(4 minutos) 


MB 14.1.1 
Solución 1 Solución 1 


Según la ecuación (1), la ecuación de la tangente es 
= as + cos E EA 
y =sen 6 Cc 6 ó 


A a T 
puesto que sen” = cos. La aproximación de sen (7 es, por 


consiguiente, 


2eñ T As T + T|| T T 
S 10 das: + Cos 6 0 6 


= 0,5000 + 0,8660(0,3142 — 0,5236) 


= (),3187. 
(Esta aproximación es alrededor de 3% mayor que el valor co- 
rrecto, 0,3090.) | 
Solución 2 j Solución 2 
f(x) 
rror grande 
xi» f(x) 


Error pequeño 


De diagramas como el anterior deducimos intuitivamente que 
la aproximación mejora cuando x tiende a a. Esto equivale a 
decir que, cuanto menor es |x — a| tanto menor es el error en la 
aproximación. 


Tomando a = 1 (la única razón de tomar este valor es que apa- 
rece en medio de la tabla), obtenemos 


exp x = exp 1 + exp'(1)(x — a) 
=.2,72 +2,12(%— UD, 
ya que 
exp' (1) = exp (1) = 2,72 
En la siguiente tabla damos las aproximaciones y sus errores: 


A A A AAA 
Aproximación 


Xx exp x x—a por la tangente Error 
a a A RES: 
0,8 2,93 (0,2 2,18 —0,05 
0,9 2,46 1 2,45 —0,01 
1,0 2,72 0 278 0 
1,1 3,00 0,1 2,99 —0,01 
13 3,32 0,2 3,26 —0,06 


——_—_—_——————_———_———eaBB— _ _—______ E oFERR 


Si escoge un valor diferente de a, también encontrará que el 
error es mayor cuanto mayor sea el valor de |x — a|. (De hecho, 
el error es, en cierto modo, proporcional a (x — a)?.) Es po- 
sible,- por supuesto, que en algunos casos especiales este argu- 
mento no sea válido; por ejemplo, si la curva “se devuelve hacia” 
la tangente o si corta la tangente en algún punto cerca de a. 
Pero, en general, “cerca de” a el argumento es válido, aunque 
intuitivamente. 


Xx f(x) —>», “— no hay error 


A 


tangente 


Solución 3 
No. Supongamos que tenemos un cubo sólido y que aumentamos 
su temperatura un grado Centígrado. Si la longitud del lado del 
cubo es L, entonces la nueva longitud será L(1 + x), donde x 
es el coeficiente de dilatación lineal. Así, el nuevo volumen es 
Es (1 +9. 
Entonces, el coeficiente de dilatación volumétrica es 
141 + x? - L? 
Má > = (1 + xy? e 1 


Ahora, si 

fix —A1+xP-1  (xeR) 
entonces 

fox —XX1 +x) (x€R) 


Por tanto, la aproximación a (1 + x)?* — 1, por medio de la tan- 
gente en x =0, es > 


(1 +x) —- 1=f(0) + £'(0)(x — 0) 
= 3x 
Así, el coeficiente de dilatación volumétrica es aproximadamen- 
te igual a tres veces el coeficiente de dilatación lineal, en cual- 


quier sólido; por consiguiente, en el caso del cobre no es una 
coincidencia. E 
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Solución 3 


14.12 Convergencia de un método iterativo 


Aunque la aproximación por la tangente no es muy exacta, es 
fácil de usar y puede resultar muy efectiva cuando la exactitud 
que ofrece es suficiente para el caso. Antes de discutir el modo 
de mejorar su exactitud, consideraremos cómo se puede utilizar 
en la solución de ecuaciones. En esta sección la usaremos para 
obtener un criterio sobre la convergencia del método iterativo 
que se emplea para resolver ecuaciones de la forma 


x = F(x) 
como, por ejemplo, la ecuación 
x= senx + ¿n 


que se introdujo en la Sección 2.4.2 de la Unidad 2, Errores y 
exactitud. El método iterativo se describió en la Sección 7.3.4 
de la Unidad 7, Sucesiones y límites I: construimos una suce- 
sión u;, Uz, Uz, ..., donde el primer término es una aproxi- 
mación cualquiera de una solución de la ecuación (1) y los tér- 
minos siguientes se han calculado mediante la fórmula de 
recurrencia 


4 =F(u,-1) (k=23,4...) 


En la Unidad 7 demostramos que, si esta sucesión converge a 
un límite a y si F es continua en a, entonces a es una solución 
de la ecuación (1). Para evitar la pérdida de tiempo que signifi- 
ca el cálculo de los elementos de una sucesión que no es conver- 
gente, conviene tener un criterio sencillo que nos diga, sin ne- 
cesidad de calcularlas, cuáles son las soluciones de la ecuación 
(1) que se pueden encontrar por este método (si es que existe 
alguna). 


En la Unidad 2, Errores y exactitud, vimos un modo de encon- 
trar ese criterio, pero la aproximación por la tangente ofrece un 
método más sencillo. Para comenzar, supongamos que la suce- 
sión u,, Uz, ..., converge y que su límite es a. Entonces, para 
valores grandes de k, los números u, están cerca de a y, por 
consiguiente, es natural considerar el uso de la aproximación 
por la tangente para simplificar el miembro de la derecha de la 
fórmula de recurrencia 


u, = F(u,- ,) W=2.3).:.) 


La aproximación por la tangente a Flus-¡) que es útil cuando 
ur-, está cerca de a es 


Flu, - 1) = F(a) + F(a)(u,-, — a) 
(véase la ecuación 14.1.1.1). 
Sustituyendo en la ecuación (2), obtenemos 
u, = Fla) + Fíalu,-, — a) 
Como a es una solución de la ecuación x = F(x), tenemos que 
a = F(a) y, por tanto, esta última aproximación es equivalente a 


4, — a= F(aMu,-, — a) 


Esto es, cuando k es grande, la desviación del k-ésimo término, 
U», del límite, a, es u, — a, y difiere de la desviación preceden- 
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14.1.2 


Discusión 
* 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


te, us, — a, en un factor, F'(a), que es independiente de k; 
esto es, 


k-ésima desviación = F'(a) X ((k — 1) -ésima desviación) 


Se sigue que, cuando k es grande, las desviaciones crecen cuan- 
do k crece si |F'(a)| > 1. Ahora bien, si la sucesión u,, Uy, ---, 
converge a un límite a, entonces las desviaciones respecto a a 
deben decrecer eventualmente cuando se toman más y más tér- 
minos en la sucesión. Así, si la sucesión iterativa converge a a, 
entonces |F'(a)| < 1. 


Observe el si de la última proposición. Para completar el crite- 
rio, sería conveniente demostrar la proposición recíproca: “si 
a = Fla) y |F'(a)| < 1, entonces la sucesión iterativa converge 
a a”. Sin embargo, esto no es tan sencillo; por ejemplo, podrían 
existir dos números diferentes, a, y a,, tales que ambos fue- 
ran soluciones de x = F(x) y que, además, |F'(a,)| < 1 y 
|F'(a,)| < 1, pero, no obstante, la sucesión no podría converger 
a ambos porque el límite de una sucesión convergente es único. 
Lo que podemos decir es que, si a = Fla) y |F'(a)| < 1, y se 
escoge u, bastante cercano a a, entonces la sucesión u,,U»,..-., 
converge a a porque las desviaciones u; — a, uz — 4, ..., for- 
man, aproximadamente, una progresión geométrica que converge 
a 0. Sin embargo, si se escoge u, tan lejos de a que la aproxi- 
mación a F(u,) por medio de la tangente resulta muy inexac- 
ta, entonces no hay razón para esperar que la sucesión converja 
aa. Ala larga, puede ser que converja a a, pero también es posi- 
ble que converja a alguna otra solución de x = Fx), o que no 
converja en absoluto. 


Ejercicio 1 


La ecuación x = x? + ¿x tiene dos soluciones. Sin entrar en 
el cálculo de las sucesiones iterativas, investigue cuál de ellas 
se puede calcular mediante el método iterativo basado en la fór- 
mula de recurrencia 


e 1 
Uy = Uy -1 + ZU 1 E 


14.1.3 Procedimiento de Newton-Raphson 


Como una segunda aplicación de la aproximación por la tangen- 
te en métodos numéricos, la utilizaremos para obtener un mé- 
todo para buscar la solución numérica de ecuaciones, método 
que se caracteriza por sus excelentes propiedades de convergen- 
cia. Este nuevo método, llamado procedimiento de Newton- 
Raphson, es también un método iterativo, pero en él la aproxi- 
mación por la tangente es una parte integral del mismo, en vez 
de ser únicamente una ayuda para discutir la convergencia. 


Como ahora no estamos interesados en la iteración un = 
Fíun 1), no escribiremos la ecuación que vamos a resolver en 
la forma x = F(x), sino en la forma f(x) = 0. (La ecuación an- 
terior, x = F(x), se puede llevar a esta forma, con sólo escribir 
f(x) = x — F(x).) Para construir la fórmula de recurrencia para 


, 
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(Véase RB8) 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


14.1.3 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 12) 


Solución 14.1.2.1 


Resolviendo directamente la ecuación cuadrática obtenemos 
las soluciones x =0 y x = 3. La convergencia de la sucesión 
iterativa risa del valor de |F'(a)| = |2a + 3]. Si a =0, 
|F'(a)| es 3, que es menor que 1. Por tanto, supuesto que la conje- 
tura inicial está lo suficientemente cerca de 0, el método itera- 
tivo dará buen resultado. Si a = 1, entonces |F'(a)| > 1, de 
manera que no podemos obtener la solución x = 3 por medio de 
la fórmula de recurrencia dada, a no ser que tengamos suerte en 
la selección del valor inicial. Veamos en la siguiente tabla un 
ejemplo de iteración. 


Sucesión que comienza Sucesión que comienza 


cerca de 0 cerca de 3 
u; 0,1 0,6 
u, 0,06 0,66 
u, 0,0336 0,7656 
TA 0,0179 0,9689 
us 0,00928 1,423 
us 0,00473 2,738 
u, 0,00239 8,863 
Ug 0,00120 82,979 
(converge a 0) (diverge) 


A A o E 
(viene de la página 11) 


la iteración de Newton-Raphson, supongamos que, después de 
k — 1 pasos de la iteración, la última aproximación conseguida 
de la solución de f(x) = 0 es u,; usamos, ahora, la tangente 
para aproximarnos a f cerca de u, y estimar el valor de x donde 
f(x) = 0, y, a continuación, tomamos este valor como nuestra 
siguiente aproximación, u,,+,. Los cálculos se ilustran en la 
figura: 


Según la fórmula de la aproximación por la tangente, ecuación 
14.1.1.1, la ecuación de la tangente en (uz, f(ux)) es 


y = flu) + f'(U)Nx — uy) 


Mientras que es posible que no podamos resolver exactamente 
la ecuación f(x) = 0 (porque necesitamos ciertos métodos nu- 
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Solución 14.1.2.1 


Ecuación (1) 


méricos), no hay, por otra parte, dificultad alguna en resolver la 
ecuación 


(aproximación lineal de f(x)) =0 


porque esta ecuación es lineal. Utilizando la aproximación li- 
neal del miembro de la derecha de la ecuación (1) en la ecuación 
(2), obtenemos 


fu) + Flu) (x — uy) = 0 
y la solución es 


Es Jus) 
e fu) 


Este es el valor de x donde la aproximación de f(x), dada por la 
tangente, es 0 y, por tanto, lo usaremos como nuestra siguiente 
aproximación del valor de x donde f(x) mismo es 0. En conse- 


cuencia, la fórmula de recurrencia del método de Newton-Raph- 
son es Ñ 
Fu) 


Ur UE 
Fu) 


Ejercicio 1 
Aplique el método de Newton-Raphson para encontrar una so- 
lución de la ecuación 


x =senx + ¿nm 


si se sabe que esa solución está entre 2 y 3. Compare el número 
de pasos requeridos para conseguir una exactitud de 3 cifras sig- 
nificativas, con el número de pasos (13) requerido en el método 
usado en la Unidad 2. E 


Ejercicio 2 


Escriba la fórmula de recurrencia de Newton-Raphson corres- 
pondiente a la ecuación x? — a = 0. ¿Le parece familiar? MW 


14.1.4 Aproximación cuadrática de Taylor 


Los métodos iterativos que se usan para resolver f(x) = 0 y que 
se basan en aproximaciones dadas por la tangente, pueden, ge- 
neralmente, proporcionar cualquier grado de exactitud, supo- 
niendo que la iteración se prolongue suficientemente. Ahora 
bien, estos métodos solamente sirven para calcular f(x) en cual- 
quier x, pero no nos dan un método para calcular f(x). Todavía 


T 
no hemos encontrado un modo de calcular sen (+) con una 


exactitud que baje del 3% de desviación. La aproximación por 
la tangente es muy buena cerca del punto donde la tangente to- 
ca la curva pero la exactitud disminuye rápidamente lejos de 


T 
ese punto; 10 está muy lejos del punto de contacto de la tangen- 


, 4 e T 
te que hemos considerado en la aproximación de sen |). Para 
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Ecuación (2) 


Definición 1 
k $ * 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


14.1.4 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 14) 


MB 14.1.3/14.1.4 
Solución 14.1.3.1 Solución 14.1.3.1 


Es mucho más conveniente escribir la ecuación en la forma 
f(x) =0, esto es, 


(1) = x — sen x — ¿nm 
3 


Entonces, f'(x) = 1 — cos x, y la fórmula de recurrencia de New- 
ton-Raphson es 


2 
u,- 1 —sen(u,-,) — 3n 
l — cos (u,- ,) 


Uy = Uy -1 — 


El valor de u, no es, en manera alguna crítico, pero siempre es 
conveniente tratar de obtenerlo cerca de la solución. Hemos es- 
cogido u, = 2; usted puede tomar algún otro valor pero, al fi- 
nal, los resultados serían idénticos. Trabajando con tres cifras 
decimales tenemos 


UN =2 

UU) = 2,709 
uz = 2,607 
us = 2,605 
us = 2,605 


Se requieren únicamente cuatro pasos para llegar a 2,605, com- 
parados con los 13 pasos que se necesitaron con el método an- 


terior. 3 
Solución 14.1.3.2 Solución 14.1.3.2 
En este caso, flx) = x? — a y f'(x) = 2x. La fórmula de recu- 
rreencia de Newton-Raphson es: [1] 

2 

Uk-1 — 4 

Uy = 4-1 > 
2; — 1 


Esta es la fórmula de Newton para calcular la raíz cuadrada de a 
(véase la sección 7.1.2 de la Unidad 7, Sucesiones y límites I). 


(viene de la página 13) 


mejorar la exactitud necesitamos algo mejor que la aproxima- 
ción por la tangente. Como en las interpolaciones que se hacen 
con valores que aparecen en tablas, un método para mejorar la 
aproximación es usar formas polinómicas cuadráticas o de ma- 
yor grado, en vez de las formas lineales que hemos usado hasta 
ahora. 


Por ejemplo, obtenemos una aproximación cuadrática si adap- 
tamos una función cuadrática de la forma x——>Cp + C,x + 


14 


c,x?, donde Co, Ci, C¿ Son números, a la función dada, en 
puntos igualmente espaciados de su dominio y, después, hace- 
mos que la distancia h que separa un punto de otro se acorte 
más y más. En el límite, cuando h tiende a 0, esta aproximación 
cuadrática se acerca a la aproximación cuadrática de Taylor. 


La gráfica de esta función cuadrática tocará la gráfica de la fun- 
ción original. Esta gráfica no solamente tiene la misma pen- 
diente (primera derivada) sino también la misma segunda deri- 
vada que la función original en el punto de contacto. Denotamos 
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Tema principal 


*h * * 


MB 14.1.4 


la función cuadrática que estamos usando para aproximarnos a 
f por q, y el valor de x donde las curvas se tocan por a. Enton- 
ces, las condiciones que han de cumplirse son: 


iguales imágenes para a: gía) = f(a) 
iguales pendientes en a: q (a) = f'(a) Ecuaciones (1) 
iguales segundas derivadas en a: q"(a) = f"(a) 


Estas tres condiciones suministran suficiente información pa- 
ra determinar los tres coeficientes c,, c,, c, de la expresión 
q(x) = Co + cx + c,x?. El modo más elegante de usar estas 
condiciones es escribir la ecuación cuadrática en la forma al- 
terna (análoga a la fórmula fla) + f'(a)(x — a) correspondiente 
a la aproximación por la tangente): 
a(x) = bo + by (x — a) + ba(x — ay? Ecuación (2) 
Derivando, obtenemos 
q(x) = b, + 2b,(x — a) 
q"(x) = 2b, 


de modo que los valores de la función cuadrática y de sus deri- 
vadas en a son 


qla) = bo 
q(a) =b, 
q'(a) = 2b,. 
Comparando con las ecuaciones (1) encontramos que 
by = fía) 
b, = f'(a) 
b, =3f"a) 
de manera que, al sustituir en la ecuación (2), la aproximación 
cuadrática de Taylor para f(x) (cuando x está cerca de a) es Definición 1 
J)= fla) + Slax — a) + 3f (ax — ay? 
Generalmente se le dice aproximación cuadrática de Taylor pa- 
ra la función f alrededor de a. Con esta fórmula podemos tomar 
cualquier función real f y cualquier elemento a de su dominio, 
donde f(a) y sus dos primeras derivadas sean conocidas, y cal- 
cular una aproximación del valor de la imagen de cualquier otro 
elemento,x (del dominio de f) cercano a a. 
$ Sd Ejercicio 1 
Ejercicio 1 pa 
Utilice la aproximación cuadrática de Taylor, con a = 1, para 
evaluar exp (1, 2) aproximadamente; tome exp(l1) = e = 2,72 


con dos cifras decimales. Compare el error de su resultado con 
el error dado por la aproximación por la tangente, según la solu- 
ción obtendida anteriormente en el ejercicio 14.1.1.2. Xn. 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
Em ] . . (3 minutos) 
Utilice la aproximación cuadrática de Taylor, con a = 0, para 


estimar sen). En el ejercicio 14.1.1.1, la aproximación por 
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medio de la tangente en : nos dio un 3% de error en sen o) 


¿Cuál es el error en esta nueva aproximación? (El verdadero va- 


T 
lor de sen 10) 25 0,3090, con 4 cifras decimales.) | 


Ejercicio 3 


Evaluar 
Azfa) 
lím— 
pe h? 
donde fíx) = x* (x E R), y a es cualquier número real dado. 
Compare el resultado con el valor de D?f(a) obtenido de las 
reglas de derivación. 7] 


Otra deducción de la aproximación cuadrática de Taylor es to- 
mar el límite, cuando h tiende a 0, en la fórmula de Gregory- 
Newton que se adapta a la función dada f en los tres puntos a, 
a + h y a + 2h. Esta fórmula, que aparece en la Unidad 4, Di- 
ferencias finitas, es 


e 1) 


cuadrática = f(a) + 0A, f(a) + ——Ajf(a) 


X — 
donde 0 = =<, Arfla) = fla + h) — fo), y Aj = Asc Ay. 


Sustituyendo Y en el miembro de la derecha de la fórmula, te- 
nemos 


A — am 2 


fía) + (x — ax — a — h) 
Para obtener la aproximación de Taylor tomamos el límite cuan- 
do h tiende a 0. Entonces, según la definición de derivada 
(Unidad 12, Diferenciación 1, Sección 12.1.4) el coeficiente de 
(x — a) se convierte en f'(a). El límite del siguiente coeficiente, 
? fla)/h?, no es tan fácil de evaluar pero el argumento que 
damos a continuación puede servir de ayuda: la definición de 
derivada nos dice que, para valores eta pequeños 


de h, podemos remplazar el onerador Ps por el operador deriva- 


ción D, de modo que es aceptable que también podamos rempla- 


2)? A, A, 2 
zar 27 esto es, E por D? = De+eD y, en tal caso, obten- 
dríamos 
2 
ln = D?f(a) 


Por consiguiente, cuando h tiende a 0, el límite de la fórmula de 
Gregory-Newton da 


f0= fía) + Flalx — a) + 4f "(a Mx — ay? 


que es la misma fórmula de la aproximación cuadrática de Taylor 
que obtuvimos anteriormente. 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Tema principal 


*. kh «e 


(continúa en la página 19) 


Solución 1 
exp (1) = exp' (1) = exp” (1) = 2,72 
con dos cifras decimales. 


Por consiguiente, utilizando la aproximación cuadrática de Tay- 
lor, encontramos que 


exp (1,2) = 2,72(1 + 0,2 + +(0,2)?) 
= 2012 5 1,22 
= 3,32 con dos cifras decimales 


que concuerda con el verdadero valor de exp (1,2) (dado en la 
tabla del ejercicio 14.1.1.2) con 2 cifras decimales. Así, la magni- 
tud del error es menor que o igual a 0,005 + 0,005 = 0,01, de 
manera que esta aproximación es, al menos, 6 veces mejor que la 
aproximación obtenida por la tangente. 


Solución 2 
La aproximación cuadrática de Taylor para la función seno al- 
rededor de O nos da 


sen[ E 
10 


fl 
AA 
3| 
WA 
+ 
ni 
x 
o 
x 
AAA, 
ala 
ls 
tu 


= 0,3142 con 4 cifras decimales 


La aproximación cuadrática de Taylor, con a = 0, es, en este 
caso, la misma que la aproximación dada por la tangente, con 
a = 0, y es, aproximadamente, dos veces más exacta que la 


s a T ; 
aproximación dada por la tangente en a = 6 y que se conside- 
ró en el ejercicio 14.1.1.1 (el error es del 1,5% en vez del 3%). M 
Solución 3 

Az (a) pr A,(A, fa) 
h? h? 


E A, fía + h) — A, f (a) 


h? 
_ fla +2h) — fla + h) — fla + h) + f(a) 
pe 
Si f(x) = x?, entonces ese resultado se reduce a 
A?f(a) 6h?a + 6h? 
mo a e a + 
Así, tenemos que 
2 
tim Art (a) = 6a cuando f(x) = x? (x ER) 
li-=o h* 
Derivando f obtenemos Df(x) = 3x? y D?f(x) = 6x y, por con- 
2 
siguiente, D?*f(a) = 6a, que es lo mismo que lím 7 en es- 
h=> 
te caso particular. L 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


(La razón por la cual este argumento no constituye una demos- 
tración es que todas nuestras definiciones y teoremas acerca de 
aproximaciones y límites se refieren a números. No tenemos 
definiciones o teoremas que se refieran a la aproximación de 
operadores tales como A, y D, de manera que, aunque podría- 
mos escribir A,/h =D o lím Ar/h = D, estas fórmulas no 


tendrían un significado preciso y no podríamos, por tanto, de- 
ducir que (A,/h)? = D? o lím (A,7h)? = B?. 
h= 


De hecho, es posible demostrar que estos resultados son válidos, 
suponiendo que la función f, en un sentido bien definido, es 
una función de buen comportamiento cuando x está cerca de a.) 


14.1.5 Aproximación general de Taylor 


En la sección anterior mostramos cómo la aproximación cua- 
drática de Taylor da, en general, una aproximación mejor que 
la lineal pero, aun así, para muchos problemas como, por ejemplo, 


z T daa ; : Sd 
el cálculo de sen 10 con 7 cifras decimales, la aproximación 


cuadrática no es adecuada. Buscando mejores aproximaciones, 
es natural que probemos el mismo método con polinomios cúbi- 
cos o aun de mayor grado. 


En esta sección formularemos la aproximación de Taylor que 
utiliza un polinomio de cualquier grado, digamos n. Por analo- 
gía con el método que se utilizó para el polinomio cuadrático, 
escribamos el polinomio de grado n en la forma 


px) = bo + b¡(x — a) + baix — a +++ + b,(x — ay 


donde bo, b;, ..., b, son números. (En este momento no hay 
ninguna razón para suponer que existe alguna relación entre los 
números bp, b, y bz de esta sección y los coeficientes del 
polinomio cuadrático de la sección anterior, aunque ya veremos 
que, de hecho, son los mismos.) ¿Cómo determinar los números 
bo, ..., bn? Puesto que n + 1 números, necesitamos n + 1 
condiciones para determinarlos. De la sección anterior recibi- 
mos tres condiciones conocidas: 


pla) = f(a) 
p(a) = f'(a) 
p(a) = f"(a) 


donde f es la función que estamos intentando aproximar. Pare- 
ce natural continuar añadiendo las siguientes condiciones: 


p"(a) = f"(a) 
pa) = Wa) 


pa) = $"(a) 


donde f'”(a) denota la n-ésima derivada de f en a. La lista 
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(viene de la página 17) 


Discusión 
- 


14.1.5 


Tema principal 


*h £* + 


completa nos da exactamente n + 1 condiciones y es razonable 
utilizarlas para determinar los números by, ..., b, en la de- 
finición de p. Los dos ejercicios siguientes se refieren a la de- 
terminación de estos números. 


Ejercicio 1 
Si c es una función polinómica definida por 

e(x) = bo + b/(x — a) + ba(x — a)? + bx(x — a)? 
y cla) y las tres primeras derivadas c'(a), c''(a) y c”'(a) son igua- 
les a fla), f'(a), f'"(a) y f''(a), respectivamente, encontrar b,, 
bi, b, y b3 y, de ahí, escribir una fórmula que exprese c en 
términos de f y de sus tres primeras derivadas en a. 8 
Ejercicio 2 


Sugiera la fórmula para la aproximación de Taylor por medio de 
un polinomio de grado n, donde n es un entero positivo cual- 
quiera. (La respuesta aparece en el texto a continuación de la 


solución 14.1.5.1.) E] 
Ejercicio 3 ¿ ; ¿01 k 
Encontrar la aproximación gene- k 
ral de Maclaurin para la función 

exponencial y calcular las prime- 1 1,1 ' 
ras aproximaciones de Maclaurin 2 1,1025 
para exp (0,1) con tres cifras de- 3 1,1034 
cimales. Compare sus resultados 4 1,1038 
con los resultados obtenidos di- 5 q 
rectamente para exp (0,1) de la de- 6 ere 
finición, dada en la Sección 7.4.1 7 o 
de la Unidad 7, Sucesiones y lími- . 1108 
tes I; los 10 primeros pasos se 10 11046 


muestran en la tabla. 


8 
Ejercicio 4 
Encontrar la aproximación general de Maclaurin para la fun- 
ción coseno y calcular las tres primeras aproximaciones de Mac- 


laurin para cos (0,3) con tres cifras decimales. Compare sus re- 
sultados con el verdadero valor, 0,9553. | 


En los ejemplos considerados hasta ahora, la aproximación de 

Maclaurin ha sido extremadamente útil; el ejercicio que sigue 

muestra que no siempre es este el caso. 

Ejercicio 5 

Encontrar la aproximación general de Maclaurin para la función 
x—>(1.= xP (eR,. xx. 1) 

donde s es un número real cualquiera. 

¿Reconoce esta aproximación cuando s es un entero positivo? 


Calcular las primeras aproximaciones de Maclaurin para 
(1 = x)"', donde (i) x = 0,1 (1). => 10: a 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


Ejercicio 5 
(5 minutos) 


"MB 14.2.1 


14.2 SERIES INFINITAS 14.2 


14.2.1 Teorema de Taylor 14.2.1 


El propósito principal de esta sección es capacitarlo para que Introducción 
pueda reconocer las situaciones en las cuales el método de aprox- po 
imación de Taylor (o de Maclaurin) produce resultados satis- 

factorios, de modo que pueda aprovecharlo ventajosamente sin 

correr el peligro de llegar a resultados falsos. Para esto, seguire- 

mos la filosofía de la Unidad 2, Errores y exactitud, y buscare- 

mos una cota del error de la aproximación. 


Para explicar los fundamentos del método consideremos prime- 
ro cómo podemos estimar el error en la más sencilla de las aprox- 
imaciones polinómicas de Taylor: la aproximación por la tan- 
gente. En cualquier aproximación definimos el error absoluto 
por 


(error absoluto) = (aproximación) - (valor exacto) 


(véase la Unidad 2, Errores y exactitud, Sección 2.1.1). 


Es un poco más conveniente trabajar, no con el error mismo, 
sino con su negativo, que es la corrección que debe añadirse a 
la aproximación para cancelar el error y expresar, así, el valor 
verdadero: 


(corrección) = (valor exacto) - (aproximación) 


El error y la corrección tienen la misma magnitud (módulo o va- 
lor absoluto), de manera que cualquier cota de la magnitud de 
la corrección es, automáticamente, una cota del error. Para cual- 
quier función f, denotemos la corrección de la aproximación de 
f(x) por la tangente, alrededor de algún punto dado a, por C; (x), 
donde el subíndice 1 indica que se refiere a la aproximación de 
Taylor de grado 1. La fórmula de la aproximación por la tangen- 
te (encontrada en la Sección 14.1.1) es 


Fx) = fla) + Plalx — a) 
y, por tanto, la corrección viene dada por 
Ci (x) = f(x) — (fla) + fax — a)) Ecuación (1) 


Ahora bien, C,¡(x) es el número que queremos calcular pero, 
antes de continuar, tratemos de formarnos una idea de su ta- 
maño mediante el cálculo de algunas aproximaciones conve- 
nientes. : 


tangente 


l =C.(x) 


1109) 
(a)+1(a) (x-a) 


| 


(continúa en la página 28) 
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Solución 14.1.5.1 Solución 14.1.5.1 
Tenemos que 
c(x) = bo + by(x — a) + ba(x — a)? + by(x — a)? 
c(a) = b, + 2b(x — a) + 3bx(x — ay? 
c"(x) = 2b, + 6bx(x — a) 
c"(x) = 6b,. 
Por consiguiente, 
c(a) = bo (y, según los datos, c(a) = f(a)) 
c(a)=b, (y, según los datos, c(a) = f'(a)) 
c"(a) = 2b, (y, según los datos, c"(a) = f"(a)) 
c”(a) = 6b3 (y, según los datos, c”(a) = f”(a)) 
Así, pues, by = fla), b, = f'(a),b, = 3f"(a), bz =4f'""(a) y, por 
consiguiente, la fórmula buscada es ' 
dx) = fla) + f'(al(x — a) + 4$ "(ax — ay + ¿$ "(ax — a)? 
ES 


La fórmula para la aproximación polinómica de Taylor de grado Tema principal 
n se puede calcular si la escribimos en la forma plis 


p(x) = by + b¡(x — a) + ba(x — a)? + +++ + b,(x — a)" 
y utilizamos las n + 1 condiciones 

pla) = fa), p'(a) = f'(a),..., p"(a) = fa) 
para determinar los n + 1 números b,, b,,..., bn. 


Obtenemos así la aproximación de Taylor de grado n: Definición 1 


h $ $ 


0) = fla) + Flalx — a) + Fax — ay? ++ 


+ SO OR — ay 
término general 


o, en notación de sumatoria, 


S 1 
J(x) = fía) + A Ia = y)* 


Este resultado se conoce, generalmente, como la aproximación 
de Taylor para la función f alrededor de a. Las factoriales* de 
los denominadores tienen su origen en el hecho que la k-ésima 
función derivada de x-—= (x — a)” es x—k! 


El valor de a para el cual esta aproximación es más sencilla es, 
generalmente, 0. La forma que toma en ese caso la aproxima- 
ción de Taylor aparece con tanta frecuencia que tiene nombre 
especial: aproximación de Maclaurin. Su fórmula es: Definición 2 


S(x) = f(0) + F'(0)x + 4£"(0)x? + -- 


An OS +---+ AS 


*El símbolo k! denota el producto 1x2 Xx 3 x X k, y selee “k factorial”. 
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La aproximación de Maclaurin no es más que una aproxima- 
ción de Taylor para la función f alrededor de 0. 


Para la función seno, las derivadas en O son: 
f(0)= sen0= 0 
F(0)= cos0= 1 
f"0)= =sen0= 0 
f"(0)= —-cos 0 = —1 
fA0)= sen0= 0 
JSOU0)= cos 0= 1 
y el ciclo 0,1,0, —1,0,1,0, —1,... se repetirá indefinidamente. 


Si llevamos estos valores a la aproximación de Maclaurin, obte- 
nemos las siguientes aproximaciones sucesivas: 


(n=16 92) senx =x 


aba x 
(n =3064) BOE e e 

3 5 

7 A 

(n =5 6 6) sen =x—->3 +35 
3 s 7 
(nm =7:0: 8) A. PA 
E A 


y así sucesivamente. 

Un modo de comprobar estas aproximaciones es comparar las 
gráficas de las aproximaciones polinómicas con la gráfica de la 
función seno. He aquí algunos de los resultados: 
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di 


Según tomamos un n más y más grande, tanto mejor resulta la 
aproximación. Decimos que es mejor porque las curvas polinó- 
micas se van adaptando a la curva sinusoidal en un intervalo 
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cada vez más amplio, y parece que no hay restricción a la ampli- 
tud del intervalo si tomamos un polinomio de grado suficiente- 
mente alto. Ahora bien, nótese que las gráficas son, en cierto 
sentido, engañosas porque los trazos han de tener algún grosor 
para ser visibles y, en realidad, lo único que muestran es que la 
curva de aproximación “sigue” gradualmente la curva sinusoi- 
dal según crece el grado del polinomio de aproximación. Otro 
modo de comprobar las aproximaciones es calcular algunas de 


z . 4 T 
las primeras aproximaciones de sen [5 Estas son 


= 0,3141593 


3 212 _ 1%)” - 03089021 
als it TT TT ds 


m=5 = 0,3090176 

m1 = 0,3090170 
Si continuamos con valores más altos de n, el resultado seguiría 
siendo 0,3090170 con 7 cifras significativas. Este número con- 
cuerda con el valor medido de 0,3090 + 0,0001, con el error es- 
timado. Esta es una buena prueba (aunque, por supuesto, no es 


una demostración) de la validez de la aproximación de Maclau- 
rin para la función seno. 


Es un hecho notable que, conocidas las imágenes de la función 
seno y de sus funciones derivadas en el único elemento O, la fór- 
mula de Maclaurin nos ofrece un método para investigar las 
imágenes de todos los números reales producidas por la función 
seno. 


Solución 14.1.5.3 


Puesto que la n-ésima derivada de exp en x es exp (x), para todo 
n, la aproximación general de Maclaurin de grado n para exp (x) 
es, sencillamente, 


exp (x) = exp (0) + xexp(0) + ¿x? exp (0) + --- + e exp (0) | 


1 
id IT al 


La aproximación de primer grado de exp (0,1) es 
exp (0,1) = 1+0,1 =1,1 

La aproximación de segundo grado es 
exp (0,1) = 1 +0,1 + 0,005 = 1,105 

La aproximación de tercer grado es, nuevamente, 


exp (0,1) = 1,105 con tres cifras decimales, 


y las aproximaciones de grados cuarto, o superiores, dan tam- 
bién 1,105. Así, pues, las aproximaciones de Maclaurin para exp 
(0,1) convergen mucho más rápidamente que las que se obtie- 
nen directamente de la definición; la aproximación de segundo 
grado es ya correcta hasta la tercera cifra decimal. pl 
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Solución 14.1.5.3 


Solución 14.1.5.4 


Dcos(x)= —senx da Dcos(0)= 0; 


D?cos(x)=—cos x da D?cos(0)=-—1: 
D*cos(x)= senx da D*cos(0)= 0; 
D*cos(x)= cosx da D*cos(0)= 1: 


y así sucesivamente. 


Por consiguiente, la aproximación de Maclaurin para la función 
coseno contiene solamente potencias pares de x; entonces, pa- 
ra cualquier entero positivo n, las aproximaciones polinómicas 
de Maclaurin de grados 2n y 2n + 1 son iguales y vienen da- 
das por 


1 2 1 4 n 1 2 
mii E tqA AA 
La aproximación de grado 0 (6 1) de cos (0,3) es, por consiguiente, 


cos (0,3) = 1 
La aproximación de grado 2 (ó 3) es 
cos (0,3) =1— 4 x 0,09) = 0,955 
La aproximación de grado 4 (6 5) es 
cos (0,3) = 1 — (4 x 0,09) + (27 < 0,0081) = 0,9553 


que concuerda con el verdadero valor en 4 cifras decimales. MW 


Solución 14.1.5.5 
Sea 
f:ix— (1 — x) (xeR,x A 1) 

entonces 

Df: x— —=s(1 — x)'7! (xeR x A 1) 

DF :x—s(s — M1 —x 72 (xeRx%1) 
y, para cualquier n € Z+ 

DF:x——(-1Y5(s — 1)...(s—n+ 11 —- xp" 

(xER,x A 1) 


La aproximación general de Maclaurin de grado n es 


sí(s — Do E s(s — 1)(s — 2) " 


MSate lt 12 x.3 


(s-1)x<--x(s-n+1), 
x 
lx2x---xn 


2: a po 


Cuando s es un entero positivo, el s-ésimo coeficiente es (—1)* 
y, después, todos los coeficientes que siguen tienen un 0 en el 
denominador y son, por tanto, iguales a 0. Ya habrá reconocido 
el polinomio anterior como el desarrollo del binomio (1 — x)', 
que da el valor exacto de (1 — x)* cuando s es un entero posi- 
tivo. 


26 


MB 14.1.5 


Solución 14.1.5.4 


Solución 14.1.5.5 


(Véase RB9) 


Cuando s = —1, la situación es sumamente diferente. La aproxi- 
mación general de Maclaurin de grado n es, ahora, 


A (oe AA 
1% 2 
198 x (-2) x (-3)_, 
1X 2x3 Ne 
co x (2) X »». x (Da 
lx2x---xn 


=1+x 4x4 04 


En este caso, puesto que s no es un entero positivo, no existe 
una expresión polinómica exacta para (1 — x)* y, por tanto, 
no existe un “último” polinomio en la sucesión de aproxima- 
ciones de Maclaurin. : 


(i) Cuando x =0,1, 


10 
1 = Tli=zm=>= Ed 
( x) 9 11 6 


1 
0,9 


La primera aproximación es 1,1; 
la segunda aproximación es 1,11; 


la tercera aproximación es 1,111; 


etc. 
(1i) Cuando x = 10, 


(1-x)!=-4 = —0,111... 
La primera “aproximación” es 11; 
la segunda “aproximación” es 111; 


la tercera “aproximación” es 1111; 


etc. (El 


En el último ejercicio el método dio resultado para x = 0,1 pe- 
ro, para x = 10, las “aproximaciones” no guardan relación 
alguna con el valor correcto. Esto mismo se puede mostrar, esen- 
cialmente, mediante la observación de las gráficas de las aproxi- 
maciones sucesivas de Maclaurin correspondientes a (1 — x)”'; 
estas gráficas se muestran en el siguiente diagrama* y en sus 
diapositivas de superposición. 


Las gráficas muestran que la naturaleza de la aproximación no 
es la misma que en el caso de sen x. Para sen x el intervalo en el 
cual se consigue una buena aproximación se va ampliando cuan- 
do el grado del polinomio va creciendo pero, para (1 — x)”! el 
intervalo de buena aproximación está siempre contenido en el 
intervalo [—1, 1]. 


*Hemos trazado únicamente la parte de la gráfica donde 1/(1 — x) > 0; la 
recta, a rayas, corresponde a x = 1. 
Las diapositivas de superposición se encuentran en la contratapa de este texto. 
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Discusión 
* 
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Estos resultados muestran que el método de aproximación de 
Taylor (o Maclaurin) es muy temperamental: algunas veces es 
muy efectivo pero, en otras ocasiones, las aproximaciones que 
produce son erróneas. El método es, en verdad, muy poderoso 
pero, para poderlo usar sin problemas, se necesita una gran in- 
tuición o algunos teoremas que especifiquen las situaciones en 
las cuales el método da resultados aceptables. En la sección si- 
guiente abandonaremos el campo exploratorio en que nos he- 
mos movido hasta ahora y analizaremos la teoría del método de 
aproximación de Taylor desde un punto de vista riguroso. 


o A A TT 
(viene de la página 21) 


Uno de los modos de obtener una idea del tamaño de C¡(x) es 
remplazar f(x), a la derecha de la ecuación (1), por una aproxi- 
mación conveniente. ¿Qué aproximación sugeriría? No sirve 
la aproximación por la tangente, alrededor de a, porque obten- 
dríamos 


C, (x) = (aproximación por la tangente) — (aproximación por 
la tangente) = 0 
que no nos sirve de ayuda. Ahora bien, utilizando el siguiente 
polinomio de Taylor para f(x), podemos obtener una estimación 
útil: 
Ci(x) = (fla) + fax — a) + 4f(aMx — a)?) 
(fa) + flalx - a) 


=3f"(a(x — a). 
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Así, C¡(x) es, en cierto modo, proporcional al cuadrado de la 
distancia (x — a) y, también, a la segunda derivada de f en 
a. Ambos resultados pueden observarse también en la figura an- 
terior, especialmente si se vuelve a trazar de manera que se 
muestre que C¡(x) depende de x. 


4+C4(x) 


Ejercicio 1 
- Utilice la fórmula 
Ci(x) = 4f "(ax — ay? 


para estimar (con dos cifras decimales) el error cometido en la 
aproximación por la tangente, en 1, a la función exponencial 
para valores de x = 0,8; 0,9; 1,1; 1,2, y compare los resultados 
con los que calculó, también para este error, en el ejercicio 
14.1.1.2. a 


Ahora el problema consiste en convertir esa tosca estimación 
de la corrección de la aproximación por la tangente alrededor 
de a, 


Cu(x) = 3f "(ax — ay” 


en una especificación precisa de la exactitud de esta aproxima- 
ción. El resultado anterior sugiere que puede ser posible especi- 
ficar la exactitud de la aproximación por la tangente, mediante 
una fórmula tal como 


[C.(x)] < 4B(x — a)” 


en la cual, B está, en alguna manera, relacionado con la segun- 
da derivada de f. 


De hecho, este método de especificar la exactitud resulta satis- 
factorio. Se puede demostrar que el resultado es válido, supues- 
to que B sea una cota superior de la magnitud de la segunda 
derivada de f en el intervalo [a, x] (o [x, a] 3 xx < a); 
esto es, supuesto que 


¡fl <B (te [a, x]> 


Las desigualdades (1) y (2), tomadas conjuntamente, constitu- 
yen una proposición del teorema de Taylor para el caso de la 
aproximación por la tangente. En el apéndice damos una de- 
mostración. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Discusión 
* 


Desigualdad (1) 


Desigualdad (2) 


(continúa en la página 30) 


MB 14.2.1 
Solución 1 Solución 1 
exp (1) = exp' (1) = exp” (1) = 2,72 (con 2 cifras decimales) 
Por consiguiente, tenemos estos valores estimados (con 2 cifras 
decimales) para el error en la aproximación por la tangente en 
1 para x = 0,8; 0,9; 1,1: 1,2: 
C,(0,8) = ¿ x 2,72 Xx (—0,2)? 
= 0,05 
€ 1(0/9) = 4 Xx 272:xX (=0,1)? 
= 0,01 
C: (1,1) = 0,01 
C.,(1,2) = 0,05 


que concuerdan con el ejercicio 14.1.1.2, excepto en que allí ob- 
tuvimos C,(1,2) = 0,06 en vez de 0,05. | 


(viene de la página 29) 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Como una ilustración, apliquemos el teorema de Taylor al caso 
que ya hemos considerado en el ejercicio 14.1.1.2 y en el ejerci- 
cio 1, donde f es la función exponencial y a = 1. En este caso, 
la aproximación por la tangente es 


exp x = exp (1) + (x — 1) x exp' (1) 
= 2.7183 + (x — 1) x 2.7183 


y el teorema de Taylor nos dice que la corrección verifica la de- 
sigualdad 


[Cie] < 3B(x — 1), 
supuesto que B verifica, a su vez, la desigualdad 
lexp t| < B (te [1, x])) 


(puesto que exp” = exp). 


exp(t) 


tr» explt) 


30 


Puesto que exp t crece cuando t crece, su máximo valor para 
t E[1, x] se consigue cuando t es el mayor número del interva- 
lo [1, x], que es x si x > 1 y 1 si x < 1. En consecuencia, 
podemos satisfacer la última desigualdad si tomamos B como la 
imagen, en la función exponencial, del mayor número del inter- 
valo: 


3 exp sia > l 
Le si <A. 


(Podríamos tomar B con un valor mayor que éste y, aun así, sa- 
tisfaría la desigualdad requerida, pero con ello sólo conseguiría- 
mos debilitar la cota dada por la primera desigualdad y no ga- 
naríamos absolutamente nada.) Así, el teorema de Taylor nos 
dice que 


exp x = 2,7183 + (x — 1) X 2,7183 
con una corrección de magnitud que no excede 


nia x (x- 1)? six>1 
de x (x — 1)? six <1 


Por ejemplo, si x = 0,8, el teorema de Taylor nos dice que la 
magnitud de la corrección no puede exceder 


1 x 2,7183 x (—0,2)? = 0,0544 
La corrección real es 
exp (0,8) — (2,7183 + (—0,2) Xx 2,7183) 
= 2,2255 — 2,1746 
= 0,0509 


Si x = 1,2, el teorema de Taylor nos dice que la magnitud de la 
corrección no puede pasar de 


1 x 3,3201 X (0,2)? = 0,0664 
La corrección real es 


exp (1,2) — (2,7183 + (0,2) x 2,7183) 
= 3,3201 — 3,2620 
= 0,0581 


Así, el teorema se verifica en ambos casos. | 


Ejercicio 2 


Use el teorema de Taylor, con a = 0, para obtener una cota de 
error absoluto para la aproximación 


Exp x= 1 +>x 


para x <O0. 
Deduzca que 


exp (—0,2) E [0,78; 0,82] " 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 


Use el teorema de Taylor para obtener una cota de error abso- 
luto para la aproximación, por medio de la tangente en 0, de 


sen [£ 
10)” 


y compare su resultado con el verdadero error. (El valor correcto 


de sen E es 0,3090 con 4 cifras decimales.) | 


Ejercicio 4* 


Si p denota la proposición que sustenta la desigualdad (1), y q 
denota la proposición que sustenta la desigualdad (2), ¿cuál de 
las siguientes proposiciones es lógicamente equivalente al teo- 
rema de Taylor? 


(Mp Aq (11) p V q (11) p=>q 
(iv) q=>p (Y) p=q nm 


14.22 Teorema general de Taylor 


En esta sección demostraremos que el método discutido en la 
sección anterior se puede generalizar para dar una cota supe- 
rior a la corrección de una aproximación polinómica de Taylor 
de grado general. Esta generalización no solamente permite 
estimar el error de una aproximación de Taylor cualquiera, sino 
también observar si la sucesión formada por las aproximacio- 
nes polinómicas sucesivas, de grado creciente, correspondien- 
tes a un valor de función dado, es convergente y si tiene, efec- 
tivamente, ese valor de la función como límite. También nos 
proporciona un método nuevo y poderoso para definir o especi- 
ficar funciones. 


La aproximación de Taylor de grado n, obtenida en la Sección 
14.1.5, es 


1 
Fx) = fla) + flalx — a) +---+ GS qe 
La corrección asociada a esta aproximación es, por consiguiente, 
1 
CA0) = S09— [1(0) + SU a) +++ Sa) — ay" 
Exactamente igual que en el caso de la aproximación por la tan- 


gente, podemos obtener una aproximación de C,(x) utilizan- 
do la siguiente aproximación de f(x). Obtenemos esta aproxi- 


*Los símbolos de este ejercicio se introdujeron en la Unidad 11, Lógica L 
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Ejercicio 3 . 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


14.2.2 


Tema principal 
k £x* * 


mación remplazando n por n + 1 en la precedente aproximación 
de Taylor. Encontramos, entonces, que 


C4x)= [160 + Fea ++ SU ay 


1 
(n +1)! 


+ Jona Ao ay+ 


1 
(100 + Pala 4) +. + ¡Ia ul 


Ca) = 


1 
(n+ 1) — pp +1 
ap pi (a)(x — a) 
Esto sugiere que debe existir una fórmula para determinar la 
exactitud de la aproximación de Taylor de grado n y que debe 
ser de la forma: 


[ere ES Bus X= ay**| 


(n + 1)! 


donde B,,, depende de f'*'. Como en el caso de la aproxi- 
mación por la tangente, (n = 1), es posible demostrar que una 
condición suficiente para que se verifique la desigualdad ante- 
rior es que 


[Pt € Ba. (te [a, x]) 
donde f“+D es continua en el intervalo la, xl, y donde 
la, x] debe tomarse como [x, a] si x < a. 


La forma general del teorema de Taylor es precisamente la que 
asegura que la desigualdad (2) implica la desigualdad (1). La de- 
mostración aparece en el apéndice. 


Como ilustración del uso del teorema de Taylor, lo aplicaremos 
a la aproximación de Maclaurin 


que se utiliza para calcular un número que, en los ejemplos del 
T a 8 

texto, resulta ser sen 10 con 7 cifras decimales correctas. Es- 

tamos ahora en posición de demostrar que este número es 


T es a 
realmente sen (7 con 7 cifras decimales correctas. La correc- 
ción que nos interesa aquí es 


y 4. y 
C(x) =senx — [> > En e = 


y, de acuerdo con el teorema de Taylor, su magnitud tiene una 
cota superior que es 


[C+()1 < Balxl* 


1 
8! 
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Desigualdad (1) 


Desigualdad (2) 


(continúa en la página 35) 


Solución 14.2.1.2 


El teorema de Taylor nos dice que la magnitud del error, que es 
igual a la magnitud de la corrección, no puede exceder 


4Bx? 
donde lexp+t| < B(t E [x,0]). 


Puesto que exp t crece conjuntamente con t, y x es negativo, 
entonces el mayor valor de exp t para t € [x, 0] es exp0 = 1; 
de manera que podemos tomar B = 1. El valor absoluto (mag- 
nitud) del error en la aproximación, 


expx=1+x 


es, por consiguiente, no mayor que lx?. En el caso particular 
en que x = —0,2 tenemos que 


exp (—0,2) = 1 — 0,2 = 0,8 


con una cota de error absoluto de 3(—0,2)? = 0,02, de donde 
se sigue que 


exp (—0,2) E [0,8 — 0,02, 0,8 + 0,02] 


esto es, exp (—0,2) E [0,78, 0,82]. |] 


Solución 14.2.1.3 
La aproximación por la tangente es 


senx =sen0 + xsen'0 
=X 


El teorema de Taylor nos dice que la magnitud del error no pue- 
de pasar de 


$Bx? 


donde |sen”t| < B(t E [0, x)). 


Puesto que sen' = cos y cos” = —sen, tenemos que sen” = —sen 


y, por tanto, la condición impuesta a B se reduce a 


[sen tl < B (t e [0, x]) 


T . E 
Cuando x =—, requerimos un número B tal que 


10 


[sen t| < B [+e [0.7 ]) 


Para una rápida estimación de la cota de error absoluto, pode- 
mos usar el hecho que sen t siempre está comprendido en el in- 


tervalo [—1, 1] y, en consecuencia, tomamos B = 1. Obte- 
nemos así el siguiente valor como cota de error absoluto: 

1 A , 

5X1x|] =2=->—=0,05 

1" (7 200200 ” 


que es una respuesta completamente satisfactoria. 


También podemos trabajar un poco más y conseguir el “mejor” 
(esto es, el menor posible) valor de B. 
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Solución 


Solución 


14.2.1.2 


14.2.1.3 


sen t 


tr=sen t 


Tr 
2 t 


: T 
Puesto que sen t crece cuando t crece en el intervalo [o 7 su 


máximo valor en [0.7 es sen 56 = (0,3090. Esto da la cota de 


error absoluto: 
2 
T 
3 x 0,3090 x (7) = 0,3090 Xx 0,05 = 0,015 
(Esto es, por supuesto, de un interés puramente teórico. Aquí 
estamos discutiendo la exactitud de una aproximación de Tay- 
T 
lor pero, en un caso práctico, podríamos querer calcular sen (%) 
por medio de una aproximación de Taylor y, en tal caso, no po- 
, gi T 
dríamos utilizar el valor que hemos calculado de sen (+) para 
obtener una cota de error.) La magnitud del error real es 
T T 
senl=| - 
10 10 
El teorema de Taylor sobrestima el error en un factor que es 
aproximadamente 3 cuando se usa el “mejor” valor de B. [5] 


= |0,3142 — 0,3090| = 0,0052 


Solución 14.2.1.4 


Lo que establece el teorema de Taylor, según se ha expuesto en 
este texto, es que la desigualdad (1) se verifica, supuesto que la 
desigualdad (2) se verifica; esto es, si (2) se verifica, entonces 
(1) se verifica. En la notación utilizada en la pregunta, esta 
proposición corresponde a la forma “si q, entonces p” y, por 
tanto, la proposición correspondiente es 


(iv q => p. 1] 


(viene de la página 33) 
donde B, es tal que 
isenY 1 < By  (te[0, x]) 
o, puesto que la octava derivada de la función sen es ella misma, 


[sent] < By (te [0, x]) 


Como en la solución del ejercicio 14.2.1.3, no es esencial encon- 
trar el “mejor” valor de B,; cualquier valor que verifique la úl- 
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Solución 14.2.1.4 


(viene de la página 33) 


tima desigualdad nos sirve. Ya sabemos que |sent| < 1 para 
todo t E R, de modo que es conveniente tomar Bs = UalSiem- 
pre podremos volver atrás más tarde y buscar el mejor valor po- 
sible de B, si la cota By, = 1 resulta ser demasiado débil.) 


Sustituyendo B, = 1 en la desigualdad de |C,(x)| obtenemos 


40320 


Así, si se utiliza el polinomio de Taylor de séptimo grado para 


1 |x[9 
|[Cs()] < LN = 


calcular un valor aproximado de sen (5) la magnitud del error 
es, a lo sumo, 
T 8 
10 % 107+* 
40320 4x 10* 


=]1 Xx 1oP* 


(puesto que r? = 9,9 < 10) 


Por consiguiente, trabajando con 8 cifras decimales, el error 
que obtenemos de la aproximación de Taylor es menor que el 
error posible de 3 Xx 107% introducido por cada operación arit- 
mética y puede despreciarse, sin ningún riesgo, cuando redon- 
deemos la respuesta final a 7 cifras decimales. 


Lo interesante de todo esto no es la exactitud de las 7 cifras 
decimales sino que podamos estimar rigurosamente el error de 


nuestro cálculo de sen (5) antes de conocer el valor de sen (7) 


Bastó utilizar las 7 primeras derivadas de la función seno en 0 
y el hecho que la magnitud de la octava derivada nunca puede 
pasar de 1. 
Ejercicio 1 


En el ejercicio 14.1.5.3 evaluamos exp (0,1) utilizando varios po- 
linomios de Taylor alrededor de 0. En particular, el polinomio 
de segundo grado nos dio 


exp (0,1) =1+0,1 + + x (0,1)? = 1,105 


Use el teorema de Taylor para encontrar una cota de error ab- 
soluto para esta aproximación. Suponga que exp (0,1) < 2. a 


14.23 Convergencia de una sucesión de 
aproximación 


La posibilidad de obtener tal grado de exactitud en una aproxi- 
e T 3 , ; ; 
mación de sen (5 por medio de polinomios de Maclaurin su- 


giere que, usando polinomios de un grado suficientemente alto, 
podremos lograr cualquier grado de exactitud que deseemos. 


¿Es realmente posible cualquier grado de exactitud que quera- 
mos? Para responder a esta pregunta, examinemos la cota de 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


14.2.3 


Discusión 


* * 


MB 14.2.3 


T A 
error absoluto Colo) nuestro problema se reduce a conside- 


A T a 
rar si podemos hacer C, (7 tan pequeña como queramos, con 


sólo tomar un n suficientemente grande; esto es, si 


T 
, all 
lo A %) y 


donde 


€ TE Xx A A 
Ls 71 ú NS nio m=D) 


h , ; e . 
(La magnitud del último término del polinomio es — si n es im- 
n! 


n-1 


(n — 1)! 


El teorema de Taylor nos dice que 


par, pero si n es par.) 


[CE (0)| < Aya 
supuesto que B satisface la desigualdad 
[sene+Dr] <B  (re[0.x)) 


Cualquiera que sea el entero positivo n que escojamos, siempre 
ocurrirá que sen'?£ es igual a una de las formas siguientes: 
sen t, cost, —sen t, —cost. Por tanto, [sen £| < 1 para es 
t E R; de manera que, con seguridad, podemos escoger B = 
Entonces, 


Cl 


n+1 


1 T 
< E. 
(n + lio 


y 11"+1 A El 
< 15 , puesto que ¡7 <>: 


E T 
En consecuencia, podemos asegurar que Ca[) es tan peque- 
ña como queramos, con sólo hacer n suficientemente grande. Por 
ejemplo, para asegurar que le, el < 21000. basta tomar n = 


999. En otras palabras, Ra. probado que 


lím C = 0 

Bets 4% 

Por consiguiente, cualquiera que sea la exactitud escogida, es 

posible especificar n de modo que el polinomio de Maclaurin 
T 

de grado n dé el valor de sen (7) con la exactitud requerida. 


Un análisis semejante se puede desarrollar para la aproxima- 
ción de Maclaurin de sen x, con cualquier x, y obtendremos el 
mismo resultado: es decir, cualquiera que sea el número real x 
escogido y cualquiera que sea el grado de exactitud exigido, 
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siempre se puede encontrar un entero positivo n tal que el poli- 
nomio de Maclaurin de grado n nos dé sen x con la exactitud 
pedida. Este resultado, aunque no es difícil, no lo demostrare- 
mos aquí. : 


Resultados análogos se obtienen con otras funciones, por ejem- 
plo, con el coseno y con la función exponencial. No obstante, 
hay algunas funciones en las cuales el método sirve únicamen- 
te dentro de un intervalo de amplitud finita del dominio de la 
función; también existen algunas funciones en las cuales el mé- 
todo falla por completo. En la última sección de este texto ana- 
lizaremos algunos ejemplos. 


Ejercicio 1 a e NR Ejercicio 1 
Escriba las aproximaciones poli- n n! ice 
nómicas de Maclaurin de grados 

1, 2, 3 y 4 para cos x. Utilice el teo- 1 1 

rema de Taylor para encontrar un 2 2 

entero n tal que el polinomio de 3 6 

Maclaurin de grado n correspon- 4 24 

diente a cos x produzca una aprox- S 120 

imación de cos(2) que sea exacta 6 720 

hasta la segunda cifra decimal y 7 5 040 

escriba el polinomio de Maclaurin 8 40 320 

de ese grado. (La solución 14.1.5.4 3 362 880 

puede servir de ayuda si se en- 10 3 628 800 

cuentra mucha dificultad en esta 

parte.) Puede ser útil la tabla de La 

factoriales: 

14.24 Series infinitas 14.2.4 
Hasta ahora, lo único que hemos hecho es mostrar cómo se pue- Tema principal 
den obtener varias aproximaciones polinómicas de la imagen eq 


de una función dada, digamos la función seno, para un elemen- 
to dado, digamos x, de su dominio: 


Sen. Xx. => X 
x? 
A -— 
Sen Xx =xX 31 
eE 
Po o o cano 
dci + 


etc. 


Hemos visto que, en los casos favorables (y éste es uno de ellos) 
la sucesión de las aproximaciones sucesivas así obtenida es con- 
vergente y que tiene como límite el valor exacto de la imagen. 
Esta sucesión de aproximaciones sucesivas difiere un poco de 
las que hemos considerado en la Unidad 7, Sucesiones y lími- 
tes [, en que cada nuevo término de la sucesión no se calcula me- 


diante una fórmula de recurrencia sino mediante la adición de 
El 


5 
A E x % 5 
un nuevo término, como 31 O 31 a la aproximación prece- 
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dente. Los términos sucesivos que podemos ir añadiendo for- 
man, a su vez, una sucesión infinita: 


3 5 7 


— X Xx —X 
E 3P ea dd 


X, 


Para calcular una de las aproximaciones polinómicas de sen x, 
escogemos uh entero positivo n y sumamos los n primeros tér- 
minos de esa sucesión. Cuanto mayor sea el número de elemen- 
tos consecutivos que sumemos, tanto mejor será la aproxima- 
ción que tendremos de sen x. Esto se representa, generalmente, 
asi: 

Ss 7 


IE 
senx=x-=3 +37 7940" 


El miembro de la derecha de esta ecuación es una expresión que 
recibe el nombre de serie infinita. Los puntos suspensivos (ge- 
neralmente se marcan solamente tres) indican que la expresión 
no ha concluido. 


Las aproximaciones sucesivas 


x, 
x? 
pa 31 
Ma e 
"3 
etc. 


se llaman sumas parciales de la serie infinita. Aquí, la sucesión 
de las sumas parciales converge a un límite, a saber, sen x; este 
límite se llama suma de la serie infinita. 


Es muy importante comprender lo que significa una serie infi- 
nita. Damos estas definiciones formales: 


Una serie infinita es una expresión de la forma 
a, +43+03+:" 

Las sumas parciales de la serie infinita son las sumas: 
S,=04,+403+:::+0, (k =1,2,3,...) 

Si la sucesión de sumas parciales 
Si 


converge a un límite S, decimos entonces que la serie converge 
(o que es convergente) a la suma $S, y escribimos 


S= a4,+4,+03+:--:. 


Si la sucesión de sumas parciales no converge, decimos enton- 
ces que la serie diverge (o que es divergente): no podemos ha- 
llar una suma para ella. 


Es de suma importancia notar la diferencia entre la serie infi- 
nita 


ay +03+03+:" 
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Ecuación (1) 


Definición 1 
h hh + 


Definición 2 
hh * 


Definición 3 
h Rh $ 


Notación 1 
hh $* * 


Definición 4 
Y + €. 


(continúa en la página 41) 


MB 14.2.2/14.2.3 
Solución 14.2.2.1 Solución 14.2.2.1 


La corrección a la aproximación polinómica de Taylor, que es- 
tamos considerando, es 


Ca(x) = exp x — (1 + x + 1x2) 


y el teorema de Taylor nos dice que 


[Ca(x) < Balx|? 


1 
3! 
donde 

lexp”"t <B,  (te[0, x)) 


Puesto que todas las funciones derivadas de exp son también 
exp, y el valor de x que nos interesa es 0,1, la condición impues- 
ta a B, se puede escribir 


lexp t| < By (te [0, 0,1]) 


Por otra parte, exp t crece cuando t crece; entonces, su máximo 
valor para los t de |0, 0,1] es exp (0,1), que sabemos que es me- 
nor que 2. Por tanto, podemos tomar B, = 2; entonces, el teo- 
rema de Taylor nos da 


IC¿ (0,14 <%x 2 x (0,1)3=4 x 107? 

y, por consiguiente, la cota de error absoluto que buscamos es 
Ex 10% 

Esto demuestra, incidentalmente, que 
exp (0,1) = 1,105 con tres cifras decimales 


ya que 1,105 es el valor exacto de la aproximación cuadrática de 
Taylor. E 


Solución 14.2.3.1 Solución 14.2.3.1 


Los polinomios de Maclaurin buscados son: 


grado 1: cosx = 1 
grado 2, 3: cosx=1-— ix? 
grado 4: » cosx=1-— ix? + ¿yx? 


El teorema de Taylor nos dice que 


[Cn (0) < 


pul 


1 
(n Ea pi An+ ale 
supuesto que |cos(”* 1: < B,,, , (t€[0, x)). 


Puesto que todas las funciones derivadas de la función cos son 
=c0s o =+sen, B,,, se puede tomar como 1 para todo n; por 
tanto, con x = 2, nuestro problema consiste en encontrar un n 
tal que 


1 


=52"** <3x 107? para asegurar que |C,(x) < 10? 
Min! 


Probando valores sucesivos de n y utilizando la tabla de facto- 
riales, obtenemos 
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A 

712 “5040 50 2 20 

E BE 1 E 

>= aa 2" 

O 600 UN De: 
> EA ERA A pa 10 2 
912 “362880 360000 600 2 


Así, pues, las condiciones del problema se satisfacen con n = 8. 
Usted puede haber escogido un valor de n mayor que 8. Es co- 
rrecto; la única consecuencia es una cota de error absoluto más 
pequena. 


La aproximación polinómica de Maclaurin de grado 8, para 
cos x, es 


(viene de la página 39) 
y la sucesión infinita 
41,43,03,... 
Una serie infinita se puede considerar como una manera de es- 
pecificar una sucesión infinita de sumas. 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Es posible que ya conozca la fórmula de la suma de los primeros 
k términos de una progresión geométrica: 
1-= A 


l—r 


arar+arta at a (reR,r 1). 


Esta es la k-ésima suma parcial, S,, de la serie infinita 


a+ar+ard+... 


Esta serie se llama serie geométrica infinita; el número r se lla- Definición 5 

, . h * * 
ma razón común, 

. (Véase RB8) 
Como ejemplo, tomemos a = 1 y r = 5; entonces, tenemos 
1 -27* 
1 1 a E=1) 
LES EE + 2 A 
2 
=2 =D) 

Así, la sucesión S,, S,, S3,... es, ahora, 

2 
que converge a 2, de manera que podemos escribir 

1+44+14+-:=2 E 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 


E ¿Se z (2 minutos) 
Obtener una fórmula para la k-ésima suma parcial de 


1-1+1-1+1... 


¿Es esta una serie convergente 0 divergente? $ 
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Ejercicio 2 
¿Qué valores de r permiten definir una suma para la serie geo- 
métrica infinita 

l+r+r+r+... 


y cuál es la fórmula de la suma en cada caso? E 


Ejercicio 3 


Para una función f dada y para números x y a dados, si las co- 
rrecciones Cs(x) verifican la igualdad 


k grande 
¿qué podemos concluir acerca de la serie infinita? 


Fla) + fax — a) + 4f"(a)Jx — a)? +-...? 


¿Qué podemos concluir si las correcciones no satisfacen las con- 
diciones anteriores? |] 


Ejercicio 4 


La “curva copo de nieve” es el límite de una sucesión de polígo- 
nos formados de la siguiente manera: 


primer polígono 


segundo polígono 


tercer polígono 
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Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(5 minutos) 


y así sucesivamente. En cada paso, cada uno de los segmentos 


€_PE -___ _ bm 


de la figura anterior se trasforma en 


en la nueva figura de tal manera que siempre aumenta el área 
encerrada. Calcule el área límite tomando 1 unidad como área 
del triángulo (primer polígono). ¿Qué puede decirse de la longi- 
tud límite del perímetro? (Todos los ángulos miden 60* o 1207.) 

a 


Ejercicio 5 


Considere la función 


1 (xeR) 


éTE 


Considerando la serie geométrica 
lx xtoxó+... 
obtenga una sucesión de aproximaciones polinómicas para 
1 
ES 


para f.) Use los resultados del ejercicio 2 para encontrar el con- 
junto de valores de x para los cuales esta sucesión converge ha- 


(Estas aproximaciones son los polinomios de Maclaurin 


cia y 
1+x? 
Ejercicio 6 


En la Unidad 13, Integración II, Sección 13.2.6, mencionamos la 
posibilidad de evaluar r por medio de la fórmula 


T f 1 

== X> 3 

4 0 aos 
Utilice las aproximaciones obtenidas en el ejercicio preceden- 
te para conseguir una sucesión de aproximaciones sucesivas de 


To ; e o 
7 Suponiendo que esta sucesión converge realmente al límite 
T E ar T 

7 escriba una serie infinita cuya suma sea q Ed 
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Ejercicio 5 
(3 minutos) 


Ejercicio 6 
(3 minutos) 


Solución 1 
bo si k es par 
—Úsi k es impar 


y, puesto que la sucesión de las sumas parciales 1, 0, 1,0, ..., di- 
verge, la serie también diverge. E 


Solución 2 
La fórmula del ejemplo 1 da, para la k-ésima suma parcial, 
5 a _ 1=P 
S.=l1+r+r+..+71 “7. PeRráN 
Nos interesa conocer el comportamiento de esta expresión cuan- 
do k toma valores grandes. Esto depende del valor de r y, por 
consiguiente, hay que considerar varios casos. 


(i) Si |r] < 1, entonces lím r* = 0 y, por consiguiente, 
k grande 


. 1-p 1 
lím = 


k grande l — r l=r 


En este caso la serie converge y su suma es 7 , 
=r 


(ii) Si r = 1, entonces la fórmula para S, no tiene aplicación. 
Obsérvese que S, = k y, por consiguiente, la serie diverge. 

(iii) Si [r] > 1, entonces |r*| crece conjuntamente con k, sin 
límite alguno; por tanto, la serie diverge. 

(iv) Si r = —1, tenemos la serie 


l-14+1-1+1... 


que, como ya vimos en la solución 1, diverge. " 


Solución 3 
La k-ésima suma parcial, S,, de la serie infinita es la aproxima- 


ción de Taylor, de grado (k — 1)-ésimo, de f(x) alrededor de 
x =a. Así, tenemos 


Fx) = S, 
con corrección C,(x); en otras palabras, 
J(x) = S, + Culx) 
Así, pues, si tenemos que lím Cr(x) = (0, entonces se sigue que 


fx) = lím S, 


kh grande 
* En consecuencia, la serie infinita converge y su suma es f(x). 
En los casos en que lím C,(x) no existe o es diferente de 0, 
ande 
la conclusión es que la serie diverge o que, en caso de ser con- 
vergente, converge a un límite diferente de Fx). | 
Solución 4 


Sea a, el área del triángulo (=1) y, para cadaisa = 2,3, :.. 
sea a, el área añadida en el (n — 1)-ésimo paso. Esta área se 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


Solución 4 


añade en forma de b, triángulos congruentes. La longitud del 
lado de cada uno de estos triángulos es igual a un tercio de la 
longitud del triángulo del paso anterior; por tanto, el área es 
igual a 3 del área del triángulo precedente. Así, el área de cada 
triángulo que se añade en el (n — 1)-ésimo paso es (3)"7* y, por 
consiguiente, ] 
ab SY =23..) 

Ahora, b,, el número de triángulos añadidos en el (n — 1)-ési- 
mo paso es igual al número de segmentos creados en el paso an- 
terior. En el primer paso, el número de segmentos creados es 3 
y, en cada paso, este número se va multiplicando por 4. Así, 


b,=3x 42 (n = 2,3,...) 


que, cuando se sutituye en la ecuación anterior, nos da 


po aaa 
a.=3x (5) (1 = 2 Sirera) 


El área total en el (n — 1)-ésimo paso es 
A ES A 


y, por consiguiente, el área límite se puede expresar como la se- 
rie infinita 


MAA 1 Ls :4 e 
JS 9 3 9 
que es una serie geométrica (exceptuado el primer término) cu- 
ya razón es $. De donde se sigue que, según el resultado del ejer- 
cicio 2, 


AN . 
= 1 onae =S y 3 


= 13, 
que es el área límite. 


La longitud del perímetro del copo de nieve no la pasa tan bien. 
En cada paso, el número de lados se multiplica por 4, y la longi- 
tud de cada lado se divide por 3. Consecuentemente, la longi- 
tud total del perímetro se multiplica por % en cada paso. Así, las 
longitudes de los polígonos sucesivos son 


y 41? 41? 
de io E 


Esta sucesión diverge y, de hecho, la longitud crece indefinida- 
mente. No existe, pues, una “longitud límite”. E] 


Solución 5 
La serie 
lx xo xó+. 
es geométrica y su razón es (—x?). Por consiguiente, tiene por 


suma 
1 j 


A 1+2 


siempre que |—x?| = x? < 1; es decir, siempre que |x| < 1. 
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Solución 5 


La serie diverge si |x| > 1. Las sumas parciales de esta serie son 
los polinomios 


1 =x? lx +x == AER 


, 


que, en consecuencia, forman una sucesión de aproximaciones 
1 , e 

de -— Si |x| < 1, pero no la forman en ningún otro caso. 
l+x 

ña 

Solución 6 

Puesto que la sucesión de aproximaciones sucesivas obtenidas 

1 

73 para todo x del 

+4? 

intervalo de integración, con la única excepción del punto ex- 


en el ejercicio precedente converge a 


z 1 , 
tremo 1, es razonable pensar que sustituyendo Fa sucesiva- 
x 


mente, por estos polinomios, en la integral, obtendremos una 


sucesión de aproximaciones sucesivas de 7 Esta sucesión es 


1 1 

[o—1-x)= A [pt 

' L, 3 

2 1 1 E p! 
x—1l-x+xt=lo—xo=d+oxsl=s1ol4? 

f ) [> x= 3x +50 1 q 


y así sucesivamente; la n-ésima aproximación es 


1 


Sl (XA 


1 
5 2n +1 


La correspondiente serie infinita es 


= e Es 
4 "Ss 7 n 
Las series infinitas proporcionan una notación que es muy con- 


veniente para resumir el tipo de resultados que hemos obtenido 
en la segunda parte de este texto. Por ejemplo, al escribir 


x? 5 7 


Xx Xx Xx 
PE A 


9 
(xeR) 


podemos expresar sucintamente una proposición que, de otro 
modo, tomaría una forma semejante a ésta: 


“la corrección C,(x) a la n-ésima aproximación de Maclaurin 


$ mol qm 
nu o — —... — 2 e 
senx =x +3 +1=8 
donde m = n si n esimpary m = n — 1 si n es par, satisface 
la igualdad 


lím C,(x) =0 


n grande 
para todo x E R”. 
Del mismo modo, al escribir 


1 


Sr ee (xeR, |x| < 1) 
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Solución 6 


Discusión 
* 


MB 14.2.4/14.2.5 


resumimos la proposición: 
“si |x| < 1, entonces la suma S,(x) de la serie geométrica 


Lex? +07? 
satisface la igualdad 


1 , 
lím S,(x) = =——”. 
n grande l-x 
Para concluir esta sección damos (para referencia) algunas fór- 
mulas de esta clase. Unas reproducen resultados ya obtenidos 
en esta unidad, otras son completamente nuevas. 


e $ 
MAS A (xe R); 
+. E 23 
cosx=1 arto” (xeR); 
2 x? x* 
aprte óás (x € R); 
O O 
Ls di Ml SUE A (xeR, |x| < 1) 
=i — 1)(a —- 2 
A A ) ya A 
2! 31 
(xeR, lx] < 1) 


donde a es un número real cualquiera. Si a« es un entero posi- 
tivo o 0, entonces todos los términos de la última serie, después 
del (« + 1)-ésimo, son 0, de modo que la serie se reduce a un po- 
linomio de grado « y, para estos valores de «a, la fórmula se ve- 
rifica para todo número real x y solamente para los x tales que 


a L. 
Ejercicio 7 Ejercicio 7 
(2 minutos) 
Trascriba la siguiente fórmula a una proposición adaptada a los 
polinomios de Taylor: 
1 1 1x3 s 1NIRI 3 
- A o 
¿135 xx (21 - 1) si 
MY 2x4x6x--- x (2n) A 
(xER?+ y x<2 M 
14.2.5 Apéndice (no forma parte del curso) 14.2.5 
Demostración del teorema de Taylor Apéndice 


Queremos demostrar que, si B satisface la desigualdad 


fer Dd <B (t e [a, x)) Desigualdad (1) 
(continúa en la página 48) 
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Solución 12.2.4.7 Solución 14.2.4.7 


La siguiente es una de las muchas posibles respuestas: 
Six ERtyx<2, entonces 


E 1 d 1563 a 
Mm [ E E a 


1x3 xx (Qn-1 
A Eo) => 


Es posible que la respuesta que obtenga sea muy diferente de 
ésta, pero, en todo caso, debe incluir lo siguiente: 


(i) la restricción de x a valores comprendidos entre 0 y 2: 
(ii) la forma polinómica 
1x3 x--.x (2n— 1) 


<= ero il 2x4 x---x (2n) 


e — EP 


(esta es la aproximación polinómica de Taylor, de grado n, 


a la función — alrededor de 1); 
x 


(iii) la condición explícita de que la diferencia entre — y el 
Xx 
polinomio anterior (esta diferencia es la corrección a la 


aproximación de Taylor de grado n o, cambiado el signo, 
el error) tiende a O (esto es, el error tiende a 0) cuando n 
crece. |] 


(viene de la página 47) 


entonces 


[Cn (01 < Blx — ap"+! Desigualdad (2) 


1 
(n + 1)! 
donde 


1 
Cp (x) = f(x) — | (a) + (x — a)f'(a) + ¿(e ayf"(a) + --- 


e — ara | 
n: 


La desigualdad (1) intenta implicar que la (n + 1)-ésima deri- 
vada de f existe en todos los puntos de [a, x]. Definimos la 
función 


C, :tt— f(t) — [so + (t — a)f (a) +30 — 4%). f"(a) + :.. 


ay] tela) 


Esta definición es consistente con la definición de C»(x) que 
ya hemos dado, y tiene sentido para todos los puntos del do- 
minio de f puesto que hemos establecido que f es derivable 
n + 1 veces en todos los puntos de este dominio. 


Calcularemos C,(x) mediante la estimación de su (n + 1)-ési- 
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ma derivada y procediendo, después, a integrar n + 1 veces. De- 
rivando la función C,, tenemos que 


Cult) = £(t) — [/ (a) + (t — ajf(a) + :*> 


1 "a n 
a A y to] 


AN == a — e ... LE — -2 » 
Cr(t) = $"(2) E (+++ 38 af to] 
cg =F%0) — Fa) 
cr Mt) Ss qu (e) 


donde t E Ja, x] en todos los casos. 


Combinando la última ecuación con la desigualdad (1), obte- 
nemos 


ICM <B> (tela, x)) 
Podemos utilizar esta información para calcular C,(x) me- 
diante una serie de n + 1 integraciones. 


Para mayor sencillez, limitaremos la discusión detallada al caso 
en que x > a, y a la cota superior de C*%t) implicada por 
la desigualdad (3). Los otros casos se pueden analizar de la mis- 
ma manera. La cota superior de C*1M(t) dada por la desigual- 
dad (3) es 


CoMo) <B (tela, x)). 


La integración desde a hasta s, donde s E la, x], da (véase el 
diagrama): 


f cp* 1) < f (1 B) 


Cpir+1(t) 


tr» Cp(+1 (1) 


Evaluando las integrales con ayuda del teorema fundamental del 
cálculo (Unidad 13, Integración 11) obtenemos (puesto que Cf*" 
= DC”, por definición): 

Cs) — Civla) < (s — a)B 
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Desigualdad (3) 


Ahora bien, la ecuación que obtuvimos anteriormente para C“Xt) 
muestra que C/(a) = 0 y, puesto que la última desigualdad se 
verifica para todo s de [a, x], se sigue que 


Ct) < (t—aJB_ (tela, x)) 


Ahora podemos repetir el procedimiento y reducir el orden de la 
derivada de C, una vez más. La integración desde a hasta s, 
donde s E Ja, x], produce 


“co < [e (e - a3B) 
f<) 


Co(M(t) 


Mr» (t-a)B 


tr» Co" (t) 


Esto es, 
cr Ms) - CI Ma) < Hs — ay? B 


Pero, una vez más, tenemos que Cf” Ma) = 0 y, puesto que la 
última desigualdad se verifica para todo s de [a, x], se si- 
gue que 


Cr Mt) < Ht — a)? B (t e [a, x)) 


Repitiendo el procedimiento n — 1 veces obtenemos 


Code) < 0 E, a)?B (te [a, x]) 
Co Xt) < q No. ayB (te [a, x]) 


y, por último, 


C,(t) < a -ay*'B (t e [a, x]) 
Esta es, precisamente, la cota superior de C,(t) dada por el 
teorema de Taylor en el caso en que x > a (puesto que enton- 
ces tenemos que t > a, de manera que t — a es lo mismo que 
|t — al). Aplicando el mismo procedimiento a las cotas inferio- 
res y para el caso en que x < a, podemos completar esta prueba 
de la forma del teorema de Taylor dada en el texto. 


El argumento que hemos empleado no constituye, en rigor, una 
demostración porque nos hemos basado en diagramas para sus- 
tentar nuestros resultados; por ejemplo, para probar que 


g(t) <h(t)  (te[a, x])) 
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implica que 


Ma 


No es difícil demostrar estos resultados directamente de la de- 
finición de integral pero estas demostraciones están fuera de 
los objetivos de este Curso Básico porque no hemos sentado las 
propiedades de los números reales sobre una base axiomática. 
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